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关于 Smarandache 二 重 阶 乘 函 数 的 值 分 布 问题 
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摘 要 :， 对 任意 正 整数 m, 著名 的 Smarandache 二 重 阶 乘 函 数 3DF(n) 定义 为 最 小 的 
正 整数 mm 使 得 7nll 能 够 被 兄 整除 , 其 中 二 重 阶梯 函数 山王 1 .3:5.my, 如 果 了 仙 
是 奇数 ; rnl 一 2.4.6.….7m), 如 果 了 nm 是 偶数 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 函 
数 SDFP(n) 的 值 分 布 性 质 , 并 给 出 一 个 有 趣 的 均值 公式 . 
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1 引言 及 结论 
对 任意 正 整 数 mn, 著名 的 Smarandache 二 重 阶乘 函数 SDFP(n) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 
得 rnl 能 够 被 m" 整除 , 其 中 二 重 阶 乘 函数 
有 1.3.5...m， 如 果 mm 是 奇数 
-12.4.6.…:m， 如 果 mm 是 偶数 


例如 ,SDH(n) 的 前 几 个 值 分 别 是 
SDF(I) =1 9DF(2) = 2 9DF(3) = 3，SDF(4) =4 5DF(5) = 5 SDF(6) =6 
5DF(7) =7, SDF(8) =4.SDF(9) = 9，SDF(10) = 10, SDRF(UI1) = 11, SDF(12) =6 
在 文 [1-2] 中 , Smarancdache 教授 建议 我 们 研究 函数 SDR(n) 的 性 质 . 关于 这 一 问题 , 一 些 作 


者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 . 例如 文 [3 中 , 证 明了 对 任意 实数 > > 1 及 给 定 的 正 整 
数 久 我 们 有 渐 近 公式 


和 (5SDF( -Po)j2 = 人 2 + 之 所 +o( 二 ) 
二 24 inz i 了 lnkt+lz 
其 中 P(m) 表示 正 整 数 ”的 最 大 素 因 子 , 所 有 ci (= 1，2，.… ，) 是 可 计算 的 常数 
其 它 与 Smarandache 二 重 阶乘 函数 有 关 的 内 容 见 文 引 6j. 例如 , 文 财 研究 了 Smaran- 
dache 函数 9(m) 的 值 分 布 问题 , 证 明了 下 面 的 结论 : 设 P(n) 表示 m 的 最 大 素 因 子 , 那么 对 任 
意 实数 z > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


2 二 2 1 
》 , (S(m) - P(n)) = 十 O 攻 
有 妇 也 
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其 中 6(s) 表示 Riemann zeta- 函数 . 

本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 将 文 图 中 的 结论 推广 到 Smarandache 二 重 阶 乘 函 
数 3SDFP(n) 上 , 即 就 是 给 出 SDFP(m) 的 一 个 均值 分 布 定理 . 具体 地 说 也 就 是 证 明 下 面 的 : 

定理 ”对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


并 (sorm- 开 Srem) -3 (人 六 +o( 训 5 


付 扩 乞 


其 中 P(n) 表示 的 最 大 素 因 子 ,5(s) 表示 Riemann zeta- 函数 . 


2 几 个 引 理 
在 给 出 必要 的 引 理 之 前 , 我 们 先 将 区 间 [1，z] 分 成 下 列 三 个 子 集 4 妃 和 C 如 下 


4=f 忆 :1TI<nmn<z Pn)>vn} 
已 ={fn: 1I<mn<z， mn 二 < _Plp) < V 碳 


C=f{t:1lI<7m<z， Pm) < ni 


其 中 P(n) 表示 m 的 最 大 素 因 子 . 

现在 我 们 将 定理 的 证 明 分 为 下 面 儿 个 简单 引 理 ; 

引 理 1 对 任意 正 整 数 ” > 2, 我 们 有 恒等式 

人 如 果 m<e4 且 21+m 那 么 95DF(n) = Po);， 如 果 ne4 且 21m 那 么 9SDF(n)= 
2P(m). 

( 动 如 果 m” = mplPln) 且 m”e 玉 则 当 2 + m 时 有 5SDFn) = Plm; 当 217m 时 
有 5DF(n) = 2P(n)， 

(这 ) 如 果 了 = mmP(n) 且 meE 吾 则 当 2 +m 时 有 5SDFn) = 3P(m; 当 2 |” 时 
有 5DF(n) = 4P(n). 

证 明 由 Smarandache 二 重 阶乘 函数 SDR(n) 的 定义 及 性 质 容易 推出 这 些 结论 . 

引 理 2 ”对 任意 实数 > > 3, 我 们 有 估计 式 


刀 2 5 
广 (spram 一 0) < 必 T3lnz 
爷 祥 
Prn)<n 二 


证 明 设 ”= 了 玖 1:p22 per 表示 m 的 标准 素 寡 分 解 , 那么 当 m 为 奇数 时 我 们 有 


9DF(n) = 灵芝 愉 DFCE 让 < 下 呈 2as - Di 


而 当 m 为 偶数 时 有 
SDF(m) = 下 Mg{SDF(2p8)} < 下 ax {2opi]} 
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设 ap = 妆 ax{2axp 让 则 显然 有 a < im. 所 以 SDF(n) 冬 plnm. 于 是 我 们 有 


到 (sprm -_ 于 人 po) < 和  Pmnzz 


了 入 了 


Pm<n P(m)<n 二 ，P2(njlm 
< 多 > 22ln27 扫 >》， 吧 汪 bzz=O(zjinz) 
np?<z pc<o nmX 融 
DP<z3 
于 是 证 明了 引 理 2. 


引 理 3 设 p 表示 素数 , m 是 一 个 正 整数 且 mm < zE. 那么 我 们 有 


2 2zi 了 
5 


mn<pD<V 豆 四 3m2(lnz 一 mn 77) 3 (nm2 V 东 ) 
证 明 ”这 个 渐 近 公式 可 由 Abel's 求 和 公式 及 素数 定理 推出 . 有 关内 容 可 参阅 文 {6-9]. 


3 定理 的 证 明 


本 节 我 们 利用 前 面 三 个 简单 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 首先 由 引 理 1, 引 理 2 以 及 集合 4, 如 
及 C 的 定义 我 们 有 


9 
- 盛 (sprm- 于 史 Pm + 开 (spra 区 )] + 
PEA4 九 E 吕 
守 (sp ) Re Po 
neC 
(oa ) sa P 四 ) +o 人 cs zj () 


注意 到 当 ni < P(n) < VF 时 , 存在 以 下 三 种 情况 : 
(am= 和 m:P2(n) 且 m < Pn); 
(b) 叶 = 到 :01 .Pn) 且 mm < mn < Di < PP(m), pl 为 素数 ; 
(cm 三 丈 :Pln) 且 PUm) 苹 几 寺 . 
当 ” 属于 情形 (b) 和 (c) 时 , 显然 SPDF(n) - 站 与 交 P(m) = 0. 当 m 属于 情形 (a) 时 , 由 
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引 理 1 的 《过 ) 式 我 们 有 


(sorm -于 Fem) =- 于 er 


歼 妇 2 多 扩 工 
mE 忆 mn 二 <P(mJ<v 万 
- 矶 ermy-4 志 于 (9) 
naD2<Z mc<z 寺 mm2<Pp2< 贡 
(mp3) 二 <p<WVT5 


结合 (1), (2) 及 引 理 3 我 们 有 


Ce 


爷 妇 2 


其 中 《(s) 表示 Riemann zeta- 函数 . 于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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Abstract: For any positive integer mn, the famous Smarandache double-factorial function SPDE(n) is defined as 
the smajjest positive integer 7， such that nl is divisible by ?”，where the double factorial rp 王 1.3.5.…7m， 
让 mis oddi and rnll = 2.4.6.…m, im is even. The main purpose of this paper is using the elementary 
and analytic methods to study the value distribution properties of 9PPF(n), and give an interesting mean value 
formula for 让 . 

Keywords: the Smarandache double-factorial foanction，value distribution; mean valuei asymptotic formula. 
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